CAPITULO CUATRO

Sistemas con Péndulos

El disefio de control utilizando modos deslizantes para sistemas no lineales de varias
variables ha sido estudiado de manera extensa en muchos textos y periédicos. El
procedimiento de disefio de tales sistemas de control no-lineal puede ser complicado y
tener variantes de un caso a otro. El objetivo de este capitulo es el desarrollo de
métodos de disefio para sistemas mecanicos no-lineales gobernados por un modelo
matematico que tiene como base un juego de dos ecuaciones de segundo orden. El
propésito de la aproximacién supone que los sistemas de control se pueden
transformar en una forma regular (Seccion 3.3), la cual permite una desconexion de los
sistemas controladores. Las leyes de control estan ilustradas por diferentes sistemas
con péndulos invertidos.

4.1 Metodologia de disefio

Cuando diseflamos sistemas mecanicos, estamos tratando con un juego interrelacionado de
ecuaciones diferencia es de segundo orden.

J(a)g = f(aq,q9)+Bu (4.1.1)

Donde g7 A",ul A™,u esun vector de control de fuerzas y torques, elementos de unamatriz B
que pueden ser igualesacerooalaunidad (001),y e rangode B iguad a m. (rango(B) =m).
En particular, para sistemas mecanicos rotacionales J(q) es la matriz de inercia. El sistema puede
estar bgjoactuado, esto es cuando tiene menos entradas que grados de libertad y/o es inestable.

El sistema (4.1.1) puede ser representado en la forma de 2necuaciones de primer orden con
respecto a los vectores qy (. Entonces puede ser aplicada la forma regular como una
aproximacion. Aqui generalizaremos la aproximacién para sistemas consistentes en bloques
gobernados por € juego de ecuaciones de segundo orden. Por |o tanto esto puede ser aplicado para
sistemas mecénicos no-lineales (4.1.1)

Lamatriz de inercia J(g) no es singular en sistemas mecanicos, yB es una matriz de pleno-
rango. Las componentes del vector ( tal vez sean reordenadas en ecuaciones de movimiento.
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Conforme a la técnica de forma regular, tal como se dispuso en la seccion 3.3, la transformacion de

coordenadas z=f (g)T A™™, y=gq, con la funcién continua diferenciable f (q) podria
encontrarse que se cumple la condicién

fiq
Por consiguiente:
,-T@, 12t @8-, 9 (@)
fiq 'ﬂqg fiq fa (¢

y la ecuacion del sistema mecanico se reduce a la forma regular consistente en un juego de
ecuaciones diferenciales de segundo orden

JX(f +Bu)

Z, h(zy.2. y) (4.1.3)
y="1(zy.2y)+By(z y)u det(B,)* 0

Para la forma regular con blogues que consisten en ecuaciones de primer orden (seccion 3.3) d
estado blogue inferior fue mangjado como control en € blogque superior. La dependencia deseada
entre los dos subvectores fue condicionada por laimposicion de modos dedlizantes.

En nuestro caso la ecuacion de alto bloque (4.1.3) depende de los dos vectores, y y Y . Este hecho

introduce algunas peculiaridades las cuales podrian tomar importancia cuando se disefian sistemas
de control por modos dedlizantes. Ademas, la estabilizacion exigida por los diferentes tipos de
Sistemas mecanicos sera estudiada posteriormente. Esto se asume dado que €l origen en e espacio
de estado ddl sistema es un punto de equilibrio de un sistema de lazo abierto.

f,(00,0,00=0
f,(0,0,0,0)=0
Casol

Primero, |la estabilidad del sistema de dindmica cero con €l vector y como salida esta restringida.
Esta es gobernada por la primera ecuacion (4.1.3) cony =0, y =0:

2= ,(2,0,2,0) (4.14)



Si son estables entonces € modo dedlizante impone la variable s=y+cy =0 con € parametro
escdar ¢>0. Esta es una exigencia simple después de que € rango de B,esigud a m
rango(B,) =m vy puede aplicarse algin método de imposicion de modos dedlizantes de los

utilizados en la seccion 3.2 y 3.4. Después de iniciar con modos dedlizantes en la variadble s=0¢
estado y tendencia a cero como una solucion para y+cy =0, y debido a la estabilidad de la
solucion cero de (4.1.4), z por consiguiente decrece también.

Caso 2

Ahora la estabilidad del sistema de dindmica cero con € vector z como salida esta restringida. Si
2(t) © Oentonces las ecuaciones de dindmica cero son obtenidas del alto bloque de (4.1.3):

f,(0,y,0,y) =0 (4.15)

Aqui, la dindmica cero es un juego de ecuaciones diferenciales de primer orden mientras que en e
caso 1 éstas son un juego de ecuaciones diferenciales de sgundo orden. Si la dindmica cero es
estable entonces e modo dedlizante impone en la variable

s=f,+cz+c,z=0
Después modo dedlizante inicia,
2=-Gz- C,2 (4.1.6)

y laecuacion parazen (4.1.3) esdelaforma

2=-G2- G2 (4.1.7)

Para los parametros escalares positivos C,y C,la solucion para (4.1.7) tiende a cero y entonces
y(t) como una solucién para (4.1.6) tiende a cero también. Este método de estabilizacion mra
sistemas con dinamica cero estable es aplicable si

olf, B, (',53 . 3
rangog——==3 dim( s) =dm( z
ggm, : m( s) =dm( 2)

5
Entonces $=F(z vy,2,Yy) + ?%iBzu ( F esunafuncion independiente del control U) y como sé
Yo

Demostré en la seccion 3.2, pueden imponerse modos dedlizantes. Hablando generalmente, esta
condicion predomina mientras dim( z) £ dm( y)



Caso 3

Nosotros asumimos que la funcion f; en (4.1.3) no depende de y esdecir f, = f,(z,y,2). S la
condicién (4.1.6) predomina, entonces z y 2 tienden a cero. Posteriormente que z decrece, y se

determina de la ecuacion algebraica f,(0,y,0) =0. Desde e origen del espacio de estado es el

punto de equilibrio f,(0,0,0) =0 la coordenada y tiende a cero también. Para asegurarse de que
se cumplalacondicion (4.1.6), e mdiltiple switcheo es seleccionado como

s=s +as =0 @a=>0)
Con s=f +cz+c,z. Las derivadas de tiempo de sy < son de la forma

f
s=ThyiF(zy.2)
1%

donde lafuncion F,(zY,2) nodependedey ni del controly $=F(z,Y,2Y) +1111_:; B,u

Dondelafuncion F(z,Y,2,Y) no depende del control.

En cuanto a caso 2, puede imponerse modos dedlizantes en € caso S=0s predominala condicién
(4.1.8). En modos deslizantes, S (t) disminuye como una solucién para la ecuacion § +as, = 0.
Esto significa que la condicion (4.1.6) predominayz(t), 2(t) y y(t) tienden acero.

Caso4

Vamos a asumir que la condicion (4.1.8) predominay considerando € caso especia de lafuncién
fo=tu(V)y+f,(zy,2)
La cual es lineal con respecto ay y la dinamica cero gobernada por f,,(y)y+ f,,(0,y,0) =0es

inestable (de otra manera puede aplicarse e método de disefio del caso 2). Entonces la primera
ecuacion de (4.1.3) con respecto alas nuevas variables

z=2z-9(y), 2=z (7,1 A"")

setransformaen

2= 182, 2,,y) + f(y)- %y

2,=2,+9(y) (419
fg 1101

i=1..,n-m j=1..,m
T ’ )



f$(2,2,,y) = 11,(z,, ¥, 2.+ 9())
S lafuncion g(y) es unasolucion parala ecuacion diferencia parcia

19—ty (4.1.10)
y

entonces €l sistema (4.1.9) se reduce a

, éz,0 éf %z, 2,,y)0
p=F(p,y) p=ea g F=¢ ] (4.1.12)
& 4 & z+9(y)

En & sistema de orden reducido (4.1.11) € estado del segundo bloque en (4.1.3), y es mangada
como control (n- m)- dimensiona. Por gemplo, esto es posible eligiendo

y=-5(p) (4.1.12)

detal formaque d sistema

p=F(p,-S,(p)) Es asintoticamente estable. La relacion (4.1.12) es valida s modos deslizantes
impone lavariable s=y+s,(p) =0

Similar para el caso 2 esto puede hacerse después de imponer (4.1.8) por nuestra Suposicion.
Observacion 4.1

Los procedimientos de disefio para los casos del 2 a 4 fueron desarrollados bajo la suposicién
(4.1.8). Si esta condicion no predomina, quiza, sea aplicable un procedimiento de pasos maltiples,
de lamismaforma que fue descrita en Luk’yanov (1993) y Luk’yanov y Dodds (1996).

En la seccidn 5.6 ser4 descrito un gemplo de disefio de dos pasos para sistemas lineales de tiempo
variable. En esta seccion seran estudiados tres sistemas con péndulos no lineales basados en los
procedimientos de disefio citados con anterioridad. Serdn demostrados los procedimientos
especificos de disefio para seleccionar un tipo de dedlizamiento y de control discontinuo, para los
sistemas de péndulo-carretilla, péndulo doble invertido, y péndulo rotacional invertido. Los estudios
tedricos serédn complementados por simulacion y por |os resultados experimentales.

Péndulo-carretilla

La figura 4.1 muestra e modelo fisico de un sistema combinado péndulo-carretilla. My m son
las masas de la carretillay del péndulo invertido, respectivamente; | es la distancia existente entre e
centro de gravedad del péndulo invertido y e punto de enlace entre la carretillay € péndulo. La
coordenada X representa la posicion de la carretilla sobre € g e horizontal respecto a un punto fijo,
y g ese angulo rotaciona del péndulo. Utilizando el método de |as ecuaciones de Lagrange, una de
estas puede demostrar fécilmente que las ecuaciones de movimiento del péndulo-carretilla (Mori et
a; 1976) son



(M +m)x+miq cosq - migsenq =u
I

i

4 . . 4.21)
gmlq +mxcosg - mgseng =0

La finalidad del control es estabilizar e sistema donde € péndulo esta en la posiciéon vertical

inestable q =0 y la carretilla estd como un punto dado sobre la linearecta X = 0bajo la accion de
la fuerza de control. Esto se asume dado que los pardmetros y el vector de estado es Util. Por
conveniencia de disefio, nosotros describimos e sistema dado (4.2.1) con respecto a la segunda

derivada de las coordenadas X y  como

1., lee 4 .0
-,[-X:Eg- mg cosq senq +§u ks
i 1e e 4.2.0)
%q :H((M +m)gsenq - U’ cosq )
(7
—
1// m
y 4/ U
R e
0| X >
Figura 4.1 Sistema carretilla péndulo.
Donde
_4 2
k_E(M +m)- m>xos-(q) >0
y
u" =u+mlg?>sen(q) (4.2.3)

El sstema (4.2.3) con control escalar u” es delaforma (4.1.2) con

B U &3k 0
e~ uU—a ]
&8, & (cosq)/Klf



parareducir e sistemaalaformaregular (4.1.3), transformacidn de coordenadas

y=f (xq)
se debe encontrar tal que la ecuacion del diferencia del segundo orden con respecto a y no dependa

del control u” . Lasolucién a problema esta dada en la seccion 3.3. Segun (3.3.5) a(3.3.9),

=f (%,
y (_q) (4.2.4)

=x-j @)
donde j (g) es la solucion a la ecuacién
d _8

dg B,
o]
i: 4

dg 3cosq
La transformaci 6n de coordenadas (4.2.4) con la solucién a esta ecuacion

1+tan 2
3 1 tan(q/2)
resulta en
4 q

—y+ 2

y= 3 cosq
y . .

g=x+ 2 9,4 9 4.2.5)

3cosq 3 cosq

Laformaregular del sistema obtenido de las ecuaciones (4.2.2) y (4.2.5) esen laforma
y=G(q,q)tan

y @ q*) (a) 4.2.6)
q=v(@,u)
Donde

4. 6 4 q°

G = - cos’ —m+ M=+—

@)= kg a 3 g 3cosq
y
v(g,u')== ((M +m)gsng - u cosq) 4.2.7)

e control de un sistemadel no lineal (4.2.6) se encuentra como sigue.

Paso 1

Considerando la primera ecuacion de sistema (4.2.6). La funcién denotada como G(q,q) es
positiva para cualquier valor del argumento si - p/2>q <p /2. Lafuncién tan(q) se manga
como control basado en la opcion propuesta en (4.1.6). Por este control intermedio, eligiendo
tan(q) [como una combinacion linea deyy Y



tan(q) =a;s, @,>0 S,>y+Yy) (4.2.8)

entonces la ecuacion superior de sistema (4.2.6) se representa como
y=-y+s
s =-y- [2.6@.0)- 1),
Laderivada de la funcién candidata de Lyapunov respecto d tiempo
1 2 2
== +s
5 (y > )
con V=0end origen (y, sz) =(0,0) es

V=-y-(a,G-1)s?

Dado que G(q,q) >0 para - p/2>q <p /2 observandose que V <0 para a,G>1, i.e
disefio del parémetroa , puede ser elegido tal que a, >1/G >0 para cuaquier t. Por consiguiente
el punto de equilibrio es asintoticamente estable cony® 0 y s,® O asi como t® ¥

consecuentemente(x,q) ® (0,0), como sigue de (4.2.4) y (4.2.8).

Paraimplementar e control intermedio(4.2.8), el control U’ se disefiaratal que lafuncion
s =tan(q)+a,(y+y)® O asicomo t ® ¥ , entonces tan(q) ® -a,(y+ V).

paso 2
Lafuncion s, tiende a cero asintoticamente, s es una solucion alaecuacion del diferencial
a1

2
cos'q

§=- i,

(0]
s@.d,y,y)=cos’q s +a,s =0

con

q+a,(y+Gtanq)

s =tan(q) ta,(y+y) y § =
Paso 3

En orden de importancia para asignar laley de control tal que
s=q +a,cos’q(y+Gtang)+as =0

cos’q

calculando la derivativada respecto a tiempo de lafuncion s alo largo de las soluciones (4.2.6)

s=y @.q)v+F@.d,y) (429
Donde
. 8 )
y @.9) =1+§a1| (senq)q
y



F(@.9,y) =a,(cos’q)Gtang +a$ +a,(G- 2(cosgsnqg)y- 2Gsn°q)q

+a, cosq s'nqgézﬂcosq snq +£Iq2%9q'
e k 3 cos°q g

estado alcanza la superficie s= 0 para cuaquier condicion inicial y modo dedlizante existe en
cualquier punto de la superficie s la desviacion de la superficie s 'y su derivada respecto a tiempo
tienen signos opuestos. Se satisface esta condicién

v=-v,sign(sy (.9)) (4.2.10)

donde

3 1 F
L/|min | |m5x

Finamente, € control real se obtiene de(4.2.10), (4.2.7) y (4.2.3):

u——(((M +m)gsnq - mlcosqanq ) +Klv,sign(sy ))
cosq

Note que € modo deslizante puede desaparecer sy =0 donde $ en (4.2.9) no depende del control

vpaay =0. En una parte la funcion y es postivo para € dominio 831/(sinq)q >-3
incluyendo € origen. En la parte € dominio es

9 cosq
64222 dn’q
una trayectoria del sistema puede intersectar la superficie y =0 una sola vez. Para derivar esta
condicion, calculando la derivada respecto a tiempo de la funcion y  en trayectorias del sistema
paralos puntos en la superficiey =0:

>(dnq)yv, (4.2.112)

._8 P . 8 & cosq
=—a,l((cos +(dn =—a,l snq)v,sgn T
y =3ail((cosa)a” +(Enq)a) Blgm nZq - (@naq) g(sy)
estaclaro que y° >0 s la condicion (4.2.11) se mantiene y muestra que eI dominio de modo
dedlizante, incluso € punto de equilibrio, existe.

4.2 Péndulo dobleinvertido

Considerando un sistema mas complicado que consta de dos péndul os rotatorios invertidos como se
muestran en Figura 4.2. Se compone cada eslabon del péndulo de masa, m e inercia l;. Lalongitud
total de cada edabon es L; y la distancia del centro de gravedad de cada edlabon a su punto del

pivoteesl;, (i= 1, 2); q serefierea angulo rotatorio del ge vertical. Se asume esa Unica fuerza de
control, € torque de motor F;=u, esta disponible. EI movimiento del sistema dindmico es
gobernado por la ecuacion siguiente (Ledgerwood y Misawa, 1992):
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Figura 4.2 El sistemadel péndulo rotatorio invertido.

con matrices
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(4.3.1)

El objetivo de control es mangjar € sistema mecanico desde un estado perturbado a punto deseado
de equilibrio g, =q, =0y mantenerse dli. Primero, volvemos a escribir las ecuaciones de la

planta dadas como

. .. 1
ql = fl(q17q21q17q2)+BH22u
. .. 1
q, = 1,(0,,9,,9,,9,) - Eleu

donde

(4.32)



1 . : : .
f,= B(' H,,(Ra, + RA, +W)+H,,(Ra, + Bd, +W, - F,))

1 ) ) ) )

f,= B(le(anl +Ph, +W)- H, (R0, + P, +W, - F,))
D= H11H22' H122 >0

Entonces lamatriz de inercia H es definida positiva.

y Hij, Pijs, W (i, j= 1,2) eselementos de las matricesH, Py € vector W.
Primero escribiendo la ecuacion del movimiento (4.3.2) en laforma

. 1

q,=f,- Bleu

. 1

y=1-1f, +B(H22 +Hy,)u (4.3.3)
y=4q,-4q,

El sistema (4.3.3) estaen laforma (4.1.2) con

~1 =" %le = A cos(y)
E2 :%(sz + A cog(y))
A=mlLjl,

Similar a la carreta-péndulo en la Seccién 4.2, una transformacion no lineal se debe encontrar para
reducir (4.3.3) alaformaregular

Z=0,-j (¥)

donde | (y) esunasolucion alaecuacion
d _B

dy B,

0

dj _  cosy cona—m2|22+|2
dy a+cosy m,L,1,

continuando con nuestro estudio pare e caso a> 1. Entonces



- cosy .. asn :
2=q, + y - y . 2
a+cosy” (a+cosy)

y el sistema en coordenadas transformadas se representa por

2=G(zy,2,9)
y=G,(z,y,2,y) +B,(y)u

donde

(4.3.4)

..2 ..
asny% a .0 a 9 A,

G,= 0 N y
! a+cosygg a+cosyyg a+cosyy : A(a+cosy) an(z-j (y))
L& eas 00
G, =5 e(Ha * Acosy)sA SN yEz + - ASN(z-] ()
Dg & a+cosy p e

y- +Azsn(z j (y))

e
(H,, + Acosy)SAs€n ygz +
8 g a+cosy 1]

Los coeficientes constantes A, =m,gl,, A, =g(ml,+mL,) y. B, son positivos para
-p/2>y<p /2 . El modo de control dedizante se disefiara de nuevo usando la propuesta de
aproximacion por desacoplamiento.

Paso 1

YO nosotros consideran la misma opcién para la variable dedlizante como en el gemplo anterior
péndulo-carrito. asi € Ultimo término de lafuncién G, se puede forzar a

sn(z-j (y)=-kz-k;)z (4.35)
entonces la dindmica superior de segundo orden del sistema (4.3.4) esta dada por

2=9- G(kz- k,2) (4.36)



(=20
Ai(a+cosy)
y
asny %e a 02 a 29
S lt——V= - ——Y _
a+cosy atcosy” g atcosy’ =

(%]

El andlisis de la estabilidad del sistema (4.3.6) es més complicado que para nuestro primer gemplo
en la Seccidn 4.2.Mostraremos cualitativamente que existe un dominio de atraccién incluyendo e

origen en el espacio del estado (z,2,Y, V) .

Primeros mostraremos que e punto de equilibrio z=0, 2 =0 es estable asmptéticamente
para € sistema (4.3.6) con g =0 . Las ecuaciones del movimiento con respecto a zy

S, =kz- K,z son

z—ﬁz+—g
k. Kk
2 (4.3.7)
S :£z+ﬁs - k,Gs,
k2 k2 2 2

Por lafuncién candidato de Lyapunov
:l(klzz2 + S;)
2
Calculando la derivada respecto a tiempo alo largo de las trayectorias del sistema dada por (4.3.7):

——é—zz aiG

QI(AO
QIIO

_1
K,

Lafuncion G> Ay/ A (a+1) -ver ecuacion (4.3.6)- por consiguiente son positivosk; y k, se puede
encontrar como

k__ A
ki Ala+l)

entonces V <0
que implica que & punto de equilibrio del sistema (4.3.6) con g = 0 es estable asintoticamente.
La funcidn de estado g es de un valor peguefio de tercer orden con respecto a las desviaciones

pequefias del origen. De alli existe un dominio limitado por condiciones iniciales por lo tanto origen
en e espacio estado (z,2,Y,Y) esestable asintoticamente también.



Paso 2
Lacondicién (4.3.5) estaequivaente a

s =sn(z- (y)) +kz+k,2=0
Lafuncion s, satisface la ecuacion lineal de primer orden

§=-1s (4.3.8)
con soluciones estables para constantes positivas | >0 o

a+cosy

V= vz [ (y) 07T (zrkiztiozels)

entonces
- COS . . .

§ =— Y (cos(z-] (y))y+0cos(z-] ()2+kz+k,2)
a+cosy

(Asumimos que las magnitudesdeyy (z-j (y)) son menoresque p/2.)

Paso 3
para satisfacer ecuacion (4.3.9), € control u puede ser elegido paraforzar e modo dedlizante en la

superficie
a+cosy

SERY . cos(z-j (y)z+kz+k,2)- 15 =0
oSy COs(Z- | (y)( 2+ie2)- 1 s

entonces solo las derivada de ambos yy 2(z Y, 2,y) dependen de la fuerza de control u, que
podemos obtener

S:y 1(y! Z, y’ Z)y_ y 2(y’ Z, y! Z) =y 1(y’ Z, y! Z)(Gz + §2U) -y 2(y! Z, y’ Z)
=y 1(y’ ZYy, Z) Bzu - y~2(y’ Z,Y, Z)

] 2ak, tany & cosy .0
(a+cosy)cos(z-] (& (@+cosy) 5
con y,y Y, como funcionescontinuasindependiente del control.
De nuevo, para algunos dominios limitados, bs funciones s,y ,, y, exisen y y,>0.La

Dondey , =1

funcion I§2 siempre estd definida positiva, por consiguiente el modo dedizante existe para este
dominio en € sistema con € control discontinuo



u=-u,sign(s)

1 (4.3.10)
u > —_—
° (y 1Bz)min b/ 2|max

Entonces lasfuncionessy $ tiene signos opuestos. Después el modo dedlizante ocurre, la funcién
S tiende a cero como una solucion a (4.3.8), mientras que (4.3.5) se mantiene. De las componentes

deestado zy y. y por consiguiente Q, y ,, tienden acero.

431 resultadosde Simulacion

El agoritmos de control propuesto para e segundo gjemplo, un péndulo doble invertido, se verifico
por la simulacion en computadora de los siguientes resultados. Se toman parametros del sistema del
péndulo de un modelo real usado en Ledgerwood y Misawa (1992) listado en la tabla 4.1. El
método de disefio para € control por modos dedlizantes es valido por € parémetroa>1 . Parael
conjunto de pardmetros de latabla4.1, a= 1.15.

Tabla 4.1 Pardametros del sistemadel péndulo

Pardmetro Parametro

m,= 0.132 kg 1,=0.00362 kg nt
m,= 0.088 kg 1,=12 0.001 14 kg nf
L,=0.2032 m Jo=0.000 06 kg nt
L,= 0.2540 m

l,= 0.1574m

l,= 0.1109 m g= 9.8ms’

Lafigura 4.3 muestra que los resultados usan laley de control de modos deslizantes (4.3.9)
con las ganancias de k;= k,=0.174, | = 35y u,= 1 Ambos esabones como se muestran en la
Figura 4.3(a) son balanceados en la posicion del plano vertical ¢, =¢, =0. Se muestran en la
Figura 4.3(a) las velocidades angulares. € control del torque se muestra en la figura 4.3(C)
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Figura4.3 Resultados usando SMC con (], (0) = 0.1 rad.
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Figura 4.4 Resultados usando LQR con (], (0) = 0.1 rad.

De los resultados de la Simulacion se obtuvieron usando un regulador cuadratico lineal (LQR) con
control  u =0.0001g, + 3.7388q, + 0.3218q, + 0.5597q, se muestran en la Figura 4.4 Ambos
LQRy control por modos dedlizantes (SMC) pueden mantener € péndulo en e punto de equilibrio
inestable (0,,9,) =(0,0) para un valor pequefio en la condicion inicial g, (0) = 0.1rad. Entonces
se probaron ambos tipos de controladores para un estado inicial perturbado de g,. Como se puede
ver en Figura 4.5, e modo de control dedlizante puede mangjar sistemas con control no lineales con
un valor inicial de hastaq,(0) =0.49 rad 28°. El gproximamiento lineal (LQR) puede estabilizar
sistema dentro del rango q, (0) = 0.32rad » 18.3’ (Figura 4.6).
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Figura 4.5 Resultausa SMC con ,(0) = 0.49rad.
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Figura 4.6 Resultados usando LQR con g, (0) = 0.32rad.

4.4.1 Sistema de péndulo rotatorio invertido

Un sistema del péndulo rotatorio invertido como describié Widjgja (1994) se considera en esta
seccion. Figura 4.7 muestra que la planta consta de una base rotatoriay un péndulo. Los Parametros
m y J; eslamasa e inerciadel péndulo, i, es la distancia del centro de gravedad del edabon a su
punto del pivote, g eslaaceleracion gravitaciond, y C,; eslaconstante de friccion entre el péndulo y

la base rotatoria. La coordenada g, representa el angulo rotatorio de la base con respecto a algin
ge horizontal (normalmente definida como la posicion de arranque) y ¢, €l angulo rotaciona del

péndulo con respecto & ge vertical. ¢, = O referido a punto inestable de equilibrio.
Las ecuaciones dindmicas del sistema son representadas por

qO =- apqO + Kpu

Cig,+ M gng, +%d'o

‘]1 1 1

.. (44.1)
q, =-

Laecuacion superior es una simplificacion del modelo de un iman permanente usado por un motor
utilizado para controlar la base rotatoria con constantes a, y K,. La mas baja ecuacion de sistema
(4.4.1) representa la dindmica del péndulo; K; es una constante proporcional. El signo de K;
depende de la posicion del péndulo: K; < 0 paralaposicion invertiday K; > 0 parala posicion no
invertida. El voltagje de laarmadura aplicado u es € sdlo una entrada de control del sistema.



Figura 4.7 péndulo Invertido con base rotatoria.

Como se dijo en Widjga (1994), e sistema del péndulo invertido incluye varios problemas de
control: baance-arriba, baanceado, y ambos baance-arriba y baanceada. En esta seccion
concentraremos un control de modo dedlizantes para balancear € péndulo. El balance-arriba se
tomara & agoritmo de los experimentos de Widjgja (1994) directamente. Primeros trataremos de
estabilizar el sistematal que e péndulo este en la posicion inestable vertical ,= 0 y degjaquela
base esté a una posicién arbitraria fija. Entonces € método de disefio se generadizara para mangjar
ambos & péndulo y labase rotatoriaa punto de equilibrio g, =, =0 y lo mantiene alli.

4.4.1 Control del péndulo invertido
Notese, primero, que € sistema (4.4.1) se vuelve a escribir en laforma

qO =- apq.O + Kpu

. C1 ) rn.l.gll ; Kl K1

g, =-—-0,+——9nQq, - —2a +—K Uy
‘]1 ]1 ‘]1 P ‘Jl i

el control u es multiplicado por coeficientes constantes. Donde B(X) en este caso es una matriz

constante, se necesita reducir € sistema a laformaregular una transformacion lined. tenemos

C
Yy=0o- _1q1 (4-4-2)
J;

Diferenciando (4.4.2) da por resultado

. C .
y=0- J—lql (4.4.3)

1

y las ecuaciones de movimiento en laforma regular



o gl
= —=1dn
y Klq K, a,

. a,K; 0. I K,K

Q=-——Y- g 1+a _ql mlg sng, + —F
‘J 1 1

primero consderando la parte inferior des subsistema de la forma regular (4.4,4) y tratando de

estabilizar el sistemacon respecto a g, = 0. Si & Control discontinuo

(4.4.9)

u

= - Msign(¢)

Es aplicado con s=q,+aq, a >0 ambos g,® Oy q,® O cuando t® ¥ & modo
dedlizante es forzado d plano s=0. Pero los ceros dinamicos del péndulo se guian por la ecuacion
superior de (4.4.4) son gobernados por § =0, entonces Yy® ¥ cuando t® ¥ y el sistemaes
inestable. Por consiguiente, la aproximacion convenciona de disefio (Caso len la Seccion 4.1) no
trabaja por € sistema del péndulo s € control debe estabilizar € péndulo invertido la inestable
posicion vertical con una posicion fija arbitraria de la base giratoria, ¢, = const

Ahora diseflamos un controlador en modos dedlizantes para € sistema basado en €

procedimiento del péndulo del Caso 2 en la Seccion 4.1. Considerando la ecuacion superior del
sistema (4.4.4). Segun (4.1.6), las variables dedlizantes pueden ser elegidas como

C . mg,
G,
‘]l ‘]l

s-nql :'al(y+ y)
De estamanera el sistema superior es estable:

y= 'al(y+ y)

Para una constante positiva a, ambos y® 0y y® Ocuando t ® ¥ . sn embargo, como sigue
de la ecuacion superior (4.4.4), los ceros dindmicos del sistema de orden reducido

Mo g . md |,

1 1

g, =

Es inestable. Caso 2 en Seccidn 4.1 no esta aplicable; tampoco trabgja 0. Ahora combinamos las
ideas de los Casos 3 y 4 paraestabilizar € péndulo.

Paso 1
Siguiendo la aproximacion del Caso 4. introducimos una nueva inconstante

. C
=yv- 2L 445
Ve (4.45)

tal que @ lado derecho de la ecuacion del bloque superior en las ecuaciones del movimiento no
dependeria de la derivada respecto ddl tiempo de la variable de estado del blogue inferior. Entonces

X= - %q‘l substituyendo Y, de sistema (4.4.4) da

1



m,gl;

X =--—23149n

Kl " 446
. apKl aC 1 mgl Kle (4.46)
q, =- X- +a fh sng, +———u

Jl ‘] 1 1

El lado derecho de Iaecuac:| 6n superior en e sistema (4.4.6) no depende de q . Entonces siguiendo
la aproximacion del Caso 3. seleccione € control tal que la condicion

mdl,

1
se mantiene El sistema se vuelve de un orden reducido

ang, =-a,X (4.4.7)

X = -a,X

Con Xx® Ocuando t ® ¥ paraconstantes positivas a, . Ademas donde x decae exponencialmente
podemos concluir de las ecuaciones (4.4.7), (4.4.5) y (4.4.3) que las funciones & q,, Y, ql y
0, .todas decaen exponencia mente también. Como un resultado. La dindmica deseada del sistema
con (g,,9,) ® (0,0) seobtienecuando t ® ¥ 'y la base rotatoria permanece en una posicion fija
@,=0y)

paso 2
Lacondicién (4.4.7) se mantiene la funcién

sl—m;(glan -a,x=0 (4.4.8)

1

la derivada de s; no depende del control u

|
§= m;(gl cosqf +a m;(gl

1 1

snq,

pero decae acero si

s =-as

(0]

m+l<glcosq1q1+a n:iglls"nql =-as, (@ >0)

1 1

Paso 3
Se satisface Esta condicion s e modo dedlizante se fuerza a una superficie

S=s, +as = rr|1<g ! Cosq1q1 ta, Mg, Sl-nch +as =0 (4.4.9

1 1



El modo dedizante existe s las funciones sy $ tienen signos opuestos. Donde sdlo la derivada de
0, depende de la fuerza de control u, lafuncion $se representaen laforma

Comal .. _k,mg
S:%Cosqlql Ty 1(Xaq1’q1) = pm -

1 1

cosg,u +y,(%,4,,0,)

Donde Y,y Y ,, son funciones de sistema de estado. Note que lafuncién cosq, es positiva para

el angulo del péndulo - p/2<q, <p /2. la condicion de existencia del modo dedlizante Se
satisface si

u=-u,sgn(s) (4.4.10)
donde

o
k,m,gl, cosq,

Y §oe

0o

Unavez que trayectorias de estado del modo dedlizante son confinadas a termino de conmutacion
s=0 después de un intervalo detiempo finito § ® 0 y X® 0 cuando t ® ¥ . El comportamiento

de la dindmica deseada del Sistema con g, ® const y g, ® O cuando t ® ¥ estagarantizada.

4.4.2 Control del angulo dela basey e péndulo invertido

Acabamos de mostrar que se puede estabilizar € sistema con respeto a ¢, =0y qo =0 4d
introducir una nueva variable x. El disefio del sistema de control para estabilizar a ambos € péndulo
y labase rotatoriaa punto de equilibrio (Q,,q,) ® (0,0) se ejecutacomo sigue:

Paso 1

La primera ecuacion de (4.4.6) y la primera ecuacion de (4.4.5) congtituye un sistema similar a
(4.1.11) en & método de disefio de Caso 4:

X=- _m:<gll snq,

é (4.4.11)
=4 O
y ?lql

Un componente de estado g, en & sistema (4.4.11) se maneja como control. Si & dltimo término de
la ecuacion superior satisface
ang, =-1,(x+vy) (4.4.12)



como constante | ,, entonces €l sistema es equivalente a

X=- a1| 1(X+y)

, (4.4.13)
y=x+a,l,h(@,)(x+Yy)

con constantes a; y a,, parae intervalo - p/2<q, <p /2 s son positivos entonces ellos estan
definidos como

alz-rangll>O a,=-50 (K, <0) (4.4.14)

1 1
El parametro h es unafuncion del angulo del péndulo ¢ :

h(@,) =q,/sng,

La estabilidad del sistema (4.4.13) se analiza usa la funcion candidata de Lyapunov
1 1
V==(x+y)?+=x°
;XY *S
con la derivada respecto a tiempo alo largo de las soluciones de sistema (4.4.13)
V= (x+y)(x+Y) +xx= - (@, - ah@))] (x+y)* +x(x+y) - al x(x+y)
Lafuncion V(t) es semidefinida neggtiva,
V =-(a - 3,h@))!,(x+y)?£0
Si

|1:i>0
=

Y € coeficiente

(a - a,h(@y)) >0
(4.4.15)
Lafuncion satisface las desigualdades

1£h(@,) <p/2 (4.4.16)

Parael angulo del péndulo - p /2 <q, <p /2. Combinando las desigualdades (4.4.15) y (4.4.16)
y sustituyendo a; y a, de (4.4.14), obtenemos una condicion suficiente Para que € sistema del
péndulo pueda estar estable como



rnlgll > /2
< p

1

Desde un punto de vista practico, entonces e péndulo invertido se disefia para rotar libremente
alrededor de su pivote, la constante de friccion C; es mucho menor que € torque (mgl;) de
péndulo mismo. Por consiguiente, la condicion (4.4.15) se mantiene para un sistema de péndulo

real. Ademés, s V =0 ox+y= 0, sigue de (4.4.13) es tal que x esun valor constante pero y ® ¥
cuando t ® ¥ s estevaor de constante es diferente de cero. Por consiguiente, € sistema (4.4.13)

puede mantener la condicién V = 0sdlo si e punto de equilibrio (X, y)= (0,0). Se muestra que
punto de equilibrio es estable asintoticamentesi X® Oy y® Ocuando t ® ¥ . Por consiguiente,

como sigue de (4.4.12) y (4.4.2) (d,,9,) ® (0,0) cuando t ® ¥ , que es e objetivo del mando.

Paso 2
siguiendo & mismo procedimiento que se describié en la ecuacion previa, (4.4.12) se sostiene si la
funcion

§ =sdnq, +1,(x+y)=0

Lafuncién s, satisface la ecuacion diferencia lineal de primer orden

§=Is | >0
Si
cosqg, +1,(x+y)=-1s (4.4.17)

entonces en este caso

§ = COSqldl +1,(X+y)

paso 3

para satisfacer la ecuacion (4.4.17), se debe forzar al modo dedlizante a la superficie de conmutacion
$=g +l s =cosqq, +I,(x+y)+l 5 =0

La derivadarespecto a tiempo de lafuncidn que s es delaforma

_ . . KK - .
$=cosqd; +Y ,(X ¥,d,,0;) = 3 ® cosq,u +y, (X, V,0,,0;)
1



Dondey , YV ,, son funciones del sistema de estado. Lafuncién cosq, es positivay parametro K,

es negativo para e angulo del péndulo - p /2<q, <p /2. Lacondicion de existencia del modo
dedlizante (lasfuncionessy Snecesitan tener Signos opuestos) se satisface si

u=-u,sgn(s) (4.4.10)

con

K ooy e

(o}

K K cosq1

Después de que e modo dedlizante ocurre en la superficie s=0, S ® 0 y (X, y) ® (0,0)
cuando t ® ¥ .
Finalmente, obtenemos el comportamiento de la dindmica deseada (Q,,d,) ® (0,0) cuando t ® ¥

4.3 Simulacion y resultados experimentales

Ambos simulacién y resultados experimentales para estabilizar € sistema del péndulo rotatorio
invertido se presentara en esta seccion. La simulacién resulta de dos sistemas del péndulo en la
Figura 4.2 como se ha presentado en Seccion 4.3, se pondra énfasis especid en la colocacion y la
robustez para investigar la habilidad de los controladores de modos dedlizantes para significantes
variaciones de los parametros de la planta.

El arreglo experimental fue implementado, y estd disponible para estudiante, graduados vy
laboratorios de sistemas de control, en la universidad estatal de Ohio. La Figura 4.8 ilustra la
configuracion del arreglo de hardware completo del sistema del péndulo invertido. El control en
tiempo real del sistema, principalmente consta de tres partes:. € controlador, los circuitos de la
interface y el sistema del péndulo. Se usan dos encoders Opticos para medir las posiciones angulares
del péndulo y la bese. Todos los parametros se listan en la tabla 4.2 que estén determinados por
técnicas de laidentificacion; Widjgja (1994) da més detalles.

El sstema del péndulo invertido deja que € usuario cambie los pardmetros del sistema, 0 agregar
perturbaciones con contenedores de diversos tamafios y contenidos a fina del péndulo. Un
recipiente de metal y agua sujeto que mas tarde se agrega € péndulo en € conjunto de
experimentos. La masa del recipiente y su volumen cambian significativamente |os parametros del
sistema. Y e movimiento del agua dentro del recipiente actla como una perturbacion a sistema.



Data
acquisition

Sensor
outputs

conditioning

circuit

o

Computer and - )
DAS-20 board DC motor and
inverted pendulum

&

2%

R o
A\

il

Servoamplifier

Figura 4.8 arreglo del Hardware del sistema del péndulo.

Tabla 4.2 Pardmetros del sistema del péndulo rotatorio invertido

Pardmetro Parametro

1,=0.113m m,=8.6184x10” kg

g= 9.8066m s’ J;=1.301x 10°Nm &’
a,=33.04 C,=2.979 x 10°*Nm grad
K,=74.89

_1-19x10° 8§ -p/2<q,<p/2

' 719x10° de lo  contrario

La Figura 4.9 muestra los resultados de la simulacién para estabilizar € péndulo y |a base rotatoria
usando latécnica del regulador cuadratico lineal (LQR) con

u=0.79, +1.0q, +10.8q, + 0.7,

El péndulo primero gira hacia arriba con e algoritmo balance-arriba, y entonces el LQR empieza a
sobre tomar € control cuando el angulo rotatorio del péndulo esta dentro del rango |q l| £0.3 rad.

L os resultados experimentales para condiciones nominales usando la técnica LQR se encuentra en
Widjga(1994) y Ordonez et al. (1997).

Nos enfocaremos en € comportamiento del sistema del péndulo invertido usando nuestros
desarrollos previos de control en modos dedlizantes. Se presentaran dos estudios del caso de los

objetivos control. El Caso 1 e péndulo es estableen g, =0con g, =0. Caso 2 estabiliza
péndulo y la base rotatoria estan estable con respecto & punto de equilibrio g, =q, =0.
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Figura 4.9 resultados de la Simulacién por LQR.

45.1 Egtabilizacion del pénduloinvertido

Los resultados de la simulacion usando as leyes control  desarrolladas en esta seccion se muestran
en laFigura 4.10. Lainformacion requirié para calcular la entrada de control es de las ecuaciones
(4.4.2), (4.4.5), (4.4.8), (4.4.9) y (4.4.10). Como se puede ver, € angulo del péndulo se conduce a
cero, y la base rotatoria al mismo tiempo permanece en una posicion fija (su velocidad angular es
igual a cero) con las ganancias seleccionadasde entrada |l ; =0.08, | =100 y u,= 3

El control discontinuo se llevé a cabo para controlar en tiempo red e péndulo. Observamos esto
debido a muestreo en tiempo discreto del  sistema controla, en la préctica el modo deslizante ideal
no puede llevarse a cabo. Ademés, como se presentd en muchas publicaciones (Utkin, 1992;
Kwatny y Siu, 1987; Bartolini 1989), € chattering, que aparece como una oscilacion de ata-
frecuencia en la vecindad de termino deseado, puede ser por excitado por sistema dinamicos no
modelados de la ata frecuencia. Para suprimir e chattering la aproximacion continua de saturacion
(Slotine y Sastry, 1983 Burton y Zinober, 1986) Se usaran para reemplazar la conmutacion ideal,

en lavecindad del termino de conmutacion (ver Capitulos 8y 9). Este da por resultado un equilibrio
entre exactitud y robustez.
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Figura 4.10 resultados de Simulacion por SMC para el Caso 1 de estabilizacion del péndulo.

Las Figuras 4.11 a 4.13 muestra los resultados experimentales del control por modos dedlizantes
(SMC) para estabilizar € péndulo con diferentes cargas agregadas d final del péndulo. El tiempo de

muestreo para €l sistema de control es Dt =5ms. y esfijo paralos otros resultados experimental es
de las siguientes figuras. La ley de control utiliza una aproximacion continua de una funcion
senoidal, disefiada como

wsn(ps/2d)  |4£d

i
=i 451
T sanes (451)

Donde d es la anchura del méximo aceptable en la zona continua del modo dedlizante deseado
ideal para @ termino s=0. Se puede mostrar facilmente que € control discontinuo idea es

implementado si d = 0. El més grande € vaor de d , d mas pequefio anticipa la invariancia e
incertidumbres del sstemay & mas pequefio la cantidad de chattering del estado del sistema . Las

ganancias de entrada ddd SMC para € sistema del péndulo se selecciona como |, =0.08,
| =400 y uy= 2

Lafigura4.11 muestra que, parala planta nominal, e angulo de estabilizacion del péndulo esta
cerca de cero. Lafuerza de control de entrada, cuando esperamos, balancea arriba del péndulo en un

principio, laconmutacion a SMC d tiempo » 1.5s, y entonces quedaen lazonad , después de 2s
lu <u, =2.5. Note que e sistema se estabiliza en e punto (d,,0,) = (0,0)y es marginamente
estable con respecto a (q,,q,) ; ésto explica porque la posicion de la base rotatoria lentamente es

desplazada (@, no es constante). Se obtuvieron resultados similares cuando se usd & mismo
controlador paramangjar €l péndulo con
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Figura 4.12 Caso 1 resultados experimentales por SMC: derrame de agua.



O
C;\=\

eniul

- ~

T
s

Contrel inpuc (V)

Time (s)

Figura 4.13 Caso 1 resultados experimental es por SMC: perno metalico

Agua (Figura 4.12) y con metal (Figura 4.13). Observamos que € controlador todavia puede
mangjar € equilibrio del péndulo invertido bien pues sin control de saturacion en la entrada. De
Hay varias observaciones interesantes. Ondas pequefias son generadas debidos a | as perturbaciones
distribuidas del agua en la Figura 4.12; los valores del promedio de control de las entradas en ambos
casos gradualmente convergen a cero cuando las perturbaciones se asientan a find 10 sy s
observa una amplitud més pequefia del control de entrada en estado cuando pesos adicionales, €l
perno de metal, se agrega a sistema (Figura 4.13).

45.2 Estabilizaciéon del péndulo invertido y la base

El control por modos dedlizantes para estabilizar el péndulo y la base puede ser disefiada como
sigue (4.4.2), (4.4.3), (4.45) y (4.4.8) a(4.4.10). La simulacion resulta del control (4.4.10) con las
ganancias |, =0.08, | =800 y u,=3, se muestraen Figura4.14.

La figura 4.15 muestra que los resultados experimentales del SMC para e péndulo nominal
usando e control modificado (4.5.1) con |, =0.08, | =800 y u,=2.5. Para un valor pequefio

ded , laentrada de control todavia es similar a control discontinuo de la Figura 4.10, aunque su
frecuencia de conmutacion es reducida considerablemente. Como resultado, existe chattering en

ambas de las respuestas de estado. Los resultados por un valor més grande de d se muestran en la

Figura 4.16. € control de entrada no es largamente saturado y varia entre los valores extremos
+25.



los resultados experimentales mas interesantes Se describen en lasfiguras 4.17 y 4.18.

1.5 T T T T T T T

LI S |
7 :
—
» 05 B
e
m
%0
v
"
® 0.5F
B
. e . i n n
a 1 2 3 4 5 8 T e 9 10

Pendulum angie 11ad

Controli 1nput (V)

1 T ™ — T T — T T
g
o
M
13
-
@
&
L'
v
in
«
@

Ry L L i

[+ 1 2 3 4 5 ] T a 9 10
% 5 T —T T T T T T T
i
=« 4
o
—
> 3
a v
& 2 § 4
3
ER 1
L5
&
a [}
f

4 . \ " " " i o

] 1 2 3 4 5 [ 7 [ 9 10
B
5
a
&
-
—
o
¥
hvl
=
9]

Time (g}

Figura 4.15 Caso 2 resultados experimental es por SMC: sin peso.
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Figura 4.16 Caso 2 resultados experimentales por SMC: sin peso.
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Figuran 4.18 Caso 2 resultados experimentales por SMC: perno de metal.

El controlador puede proporcionar convergencia del péndulo con €; perno de metal y agua usa las
mismas ganancias para la entrada control. El sistema se declara estable en la vecindad del punto de

equilibrio (q,,0,) ® (0,0). Las oscilaciones de baja amplitud, similar ala Figurar 4.12 bgjo €
efecto del derramamiento del agua, se observan aun en la Figura 4.17, donde la entrada de control
tiene un valor promedio cerca de cero. Observamos una respuesta del sistema subamortiguado en la
Figura 4.18 con & péndulo con perno de metal. Comparado en la figurar 4.13, las oscilaciones del
control de la entrada son relativamente grande a principio del proceso, pero disminuyen al mismo

nivel después de un par de segundos, cuando ambos € péndulo y la base giratoria consiguen
asentarse.
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