SISTEMAS CON RETARDO EN TIEMPO DISCRETO

CAPITULO NUEVE

Sistemas con retardo en tiempo discreto

Modos deslizantes es una herramienta muy poderosa para el disefio de controladores.
Hasta ahora, este texto se ha concentrado en el disefio de los controladores en modos
deslizantes para sistemas en tiempo continuo. Sin embargo, en muchos problemas
practicos, los compensadores se disefian en tiempo discreto, e.g. empleando los
microprocesadores. Semejante al desarrollo de la teoria del control lineal en 1960’s y
1970’s, el proceso de discretizacién requiere un acercamiento que debe ser reconsiderado.
Este capitulo busca desarrollar un concepto general para los modos deslizantes en tiempo
discreto y presenta sistemas lineales como los ejemplos de disefio. Este nuevo concepto
esta extendido a sistemas con retardos y distribuidos.

9.1 Sistemas en tiempo discreto

La mayoria de los acercamientos a los modos deslizantes estan basados en una base
de modelos continuos en el tiempo de dimensién infinita y permite la accién de control
discontinua. Una ves que dicho sistema dinamico esta en “modos deslizantes”, el movimiento
de su trayectoria esta confinada a una regioén (franja cilindrica) del espacio de estado, i.e. en la
region de deslizamiento. Hablando de forma general, para sistemas en tiempo continuo, esta
reduccion del orden del sistema solamente puede efectuarse mediante el control discontinuo,
conmutando a una frecuencia teoricamente infinita.

Cuando el reto de implementar el control en modos deslizantes en un sistema practico,
la ingenieria de control tiene dos opciones:

# Directamente, implementacion analoga de una ley de control discontinua con un
dispositivo de rapida conmutacion, e.g. con transistores de potencia.

& Implementacién discreta del control en los modos deslizantes, e.g. con un
microcontrolador digital.
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El primer método es factible solamente para un voltaje de entrada, permitiendo el uso de los
dispositivos de conmutacién analégica. La mayoria de los otros sistemas son utilizados basados
en la implementacién discreta de los microprocesadores. Sin embargo, el disefio de un control
discontinuo para el modelo de un sistema continuo podria resultar en vibraciones cuando se
implemente una razon de muestreo finita sin modificaciones en tiempo discreto. Este problema
de vibraciones en la discretizacion es diferente del problema del chattering causado por las
dinamicas no modeladas, tal como se planteo en el capitulo 8. Las vibraciones por
discretizacion se deben por el hecho de que la frecuencia de conmutacion esta limitada a la
frecuencia de muestreo, pero una correcta implementacion de los modos deslizantes requiere
de una frecuencia de conmutacion infinita. El siguiente ejemplo ilustrara la diferencia entre los
modos deslizantes ideales continuos y la implementacién directa de la discretizacion vibrante.
Las secciones subsecuentes de este capitulo estan dedicadas al desarrollo de un concepto de
modos deslizantes en tiempo discreto eliminando las vibraciones. Este concepto se extiende a
los sistemas con retardo y a distribuidos, governados mediante ecuaciones diferenciales y de
diferencia.

Ejemplo 9.1 Modos deslizantes ideales comparada con la implementacion
discreta.

Examinando un sistema de primer orden modelado en tiempo continuo como:

x(t) = g(x(®) + u(t) (9.1.1)

con el estado X(t), la dinamica acotada a |g(x)| £J yuna entrada de control u(t). Para
encausar los modos deslizantes en la region:

S :{x: X(t) :O} 9.1.2)
una ley de control discontinuo puede ser disefiado como
u(t) =- u,sign(x(t)) (9.1.3)

con los recursos de control disponibles u, > g El analisis de estabilidad basado en la funcion
candidata a Lyapunov examina:

-1 X2 (t) (9.1.4)
2
a través de las trayectorias del sistema (9.1.1) con el control (9.1.3), se asigna:

V(1) = x)(g(x(V))- using(x(t)) (9.1.5)
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£ -|x(t)(ug - )

el cual testifica para converger en la region (9.1.2) en un tiempo finito. Una trayectoria ejemplo
se muestra en la figura 9.1.con g(t)=<inty u, =2, iniciando desde la condicion inicial

X(t=0)=3 Para t,, =2256_seg, el sistema alcanza los modos deslizantes en x=0.
Posteriormente, el movimiento de la
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Time (s)

Figura 9.1 Modos deslizantes ideales en el ejemplo de un sistema de primer orden
implementado una ley de control discontinuo con infinita rapidez de conmutacion.

trayectoria es confinada invariantemente a la region (9.1.2) mediante la conmutacion

discontinua del control, ilustrado mediante el rectangulo negro en el diagrama inferior de la
figura 9.1.

Una implementacion discreta mediante un intervalo de muestreo Dt resultara en:

Xierr = X +(gk "'uk)[1

U, =-u,sign(x,) (9.1.6)
k=12,..

donde el subindice k denota los puntos de muestreo, e.g. el estado del sistema X, en el
tiempo t, = kDt . EI movimiento de la trayectoria puede no alcanzar la regién x =0debido a que

el control u, se calcula solo en los puntos de muestreo K, i.e. la frecuencia de conmutacion

esta limitada mediante la razéon de muestreo 1/Dt. Durante el intervalo de muestreo Dt, el
control esta constante y el sistema se comporta como uno de lazo abierto (Kotta, 1989).
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El sistema con un tiempo de muestreo exagerado Dt =0.1_seg, como se muestra en la

figura 9.2, ilustra la necesidad de desarrollar un algoritmo en modos deslizantes en tiempo
discreto en lugar de la funcion planteada en (9.1.6).
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Figura 9.2 implementacion directa de un control en modos deslizantes en tiempo discreto. Los
instantes de muestreo estan marcados con circulos pequefios. El control U, puede ser conmutado tan
solo en los instantes de muestreo, produciendo una discretizacién vibratoria en el movimiento de la
trayectoria después de alcanzar la vecindad de la regién deslizante en t . =k, Dt.

Observe que el incremento en la razon de muestreo decrementa la amplitud de la vibracion
de discretizacion e incrementa su propia frecuencia, pero no elimina el fenomeno de la
digitalizancion hasta que Dt ® 0.Mas aln, la razén de muestreo de un sistema de control debe
corresponder a la rapidez que presenta la dinamica del sistema en lugar de perder poder
computacional ocasionada por el algoritmo de control.

9.2 Concepto de modos deslizantes en tiempo discreto

Antes de desarrollar el concepto de los modos deslizantes en tiempo discreto, es necesario
revisar el principio de los modos deslizantes para sistema continuos con control discontinuo
ideal desde un punto de vista ingenieril. Un tratamiento matemético mas profundo puede
encontrarse en Utkin (1993) o en Drakunov y Utkin (1990). Recordando (9.1.1) como un sistema
general en tiempo continuo:
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x = f(xu,t) 9.2.1)
con una ley de control escalar discontinuo:

U,_S_s(x)2 0
-U,_S_s(x)<0

i
u=i (9.2.2)
[}
y los modos deslizantes en la region s(x) = 0 (figura 9.3).

Note que las siguientes observaciones caracterizan la naturaleza de los sistemas en
modos deslizantes:

& El intervalo de tiempo entre el punto inicial t =0 y el que alcanza los modos deslizantes
S = {x: S(x) = 0} en el tiempo tg, es finito, en contraste con los sistemas con una ley de

control continuo , el cual presenta convergencia asintética para cualquier region consistente
de las trayectorias de estado.

# Una ves que el sistema ha alcanza los modos deslizantes para el tiempo t3t_, el

sm?
movimiento se confina dentro de la franja de la regién s :{x: s(x) = 0} y el orden de la
dinamica del sistema en lazo cerrado es menor que el orden del sistema sin control.

& Después de que los modos deslizantes se han iniciado t,,, las trayectorias del sistema no

pueden retroceder méas halla de la franja de la region s = {X: s(x) = O} como en sistemas

sin discontinuidades. En otras palabras, para cualquier punto t;3 t no es posible

sm?

determinar el tiempo tg, o para calcular en forma inversa la trayectoria para t <t_, basada
en informacion del estado del sistema en el tiempo t,.

Sin embargo, durante los intervalos de tiempo antes y después de alcanzar los modos
deslizantes, las trayectorias de estado son funciones continuas del tiempo, y la relacion entre

los dos valores del estado de un intervalo de tiempo finito t= [to,t0 + Dt] pueden calcularse
resolviendo (9.2.1) como:

X(to + Dt) = F (X(t,)) 9.2.3)

donde F(x(t)) es una funcion continua también. Cuando se deduce la ecuacion (9.2.3) para

cada punto de muestreo t, =kDt, k =1,2,...el resultado es cero, pero la lepresentacion en
tiempo discreto del prototipo en tiempo continuo (9.2.1), i.e.

Xisy = F(X) X, = X(kDt) (9.2.4)

Iniciando desde el tiempo t__, las trayectorias de estado pertenecen a las de k regiéon de

sm?

deslizamiento para s(x(t)) =0, o para alguna kg, 3 t,, /D,
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(x,) =0, (Nk 2 k) (9.2.5)

Parece razonable definir este movimiento “modos deslizantes en tiempo discreto”. Observe que
la expresion del lado derecho de la ecuacion de movimiento del sistema en modos deslizantes
discretos es una funcion de estado continua.

Hasta ahora, Se ha generado una descripcién en tiempo discreto de un sistema en
modos deslizantes en tiempo continuo. Proximamente es necesario derivar una ley de control
en tiempo discreto el cual genere los

s(t=0)
s(x)=0

X(tg,)

Figura 9.3 Movimiento de la trayectoria de un sistema en tiempo continuo con un control escalar
en modos deslizantes. Iniciando desde el punto inicial X(t =0), la trayectoria alcanza la region de los

modos deslizantes S(X) =0 dentro de un intervalo de tiempo finito t_, y posteriormente permanece en
ella.

modos deslizantes en un sistema de tiempo discreto. Remitiendose al ejemplo (9.2.1) y
suponiendo que para cualquier constante de control de entrada U y cualquier condicion inicial
X(0), la solucién de (9.2.1) puede obtenerse de forma cerrada, i.e.

x(t) = F(x(0),u) (9.2.6)

Ahora suponga que el control U puede seleccionarse arbitrariamente. Con la ayuda de (9.2.6),
se plantea el siguiente procedimiento:

1. En el instante t =0 se selecciona la constante u(x(t =0),Dt) para un intervalo de
tiempo dado Dt tal que s(x(t =Dt)) =0.

2. Para un instante t = Dt encontrar la constante u(x(t =0),Dt) tal que s(x(t =2Dt)) =0.

3. En general, para cada k=012,..., en t =kDt se selecciona la constante u(x,,Dt) tal que
S(Xe4q) =0.

En otras palabras, en cada punto de muestreo k, se selecciona u, tal que esta entrada de
control, sea constante durante el préximo intervalo de muestreo Dt, se alcanzara s(x,,,)=0 .
Durante el intervalo de muestreo, el estado x(th <t<(k +1)Dt) pueda no pertenecer a la region,
i.e. s(x(t))* 0 es posible para kDt <t< (k +1)Dt. Sin embargo, el sistema en tiempo discreto

Xesa = F (%,Uy)
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u, = u(xk ) (927)

llega a la region de deslizamiento con éxito para cada punto de muestreo, i.e. s(xk+1):0
"k=012,... esun hecho.

Debido a que F(x(0),u) tiende a x(0) como DX® 0, la funcién u(x(0),Dt) puede
exceder los recursos disponibles de control u,. Como un resultado, el control acotado que se
muestra en la figura 9.4 se dirige al estado x, a cero solo después de un nimero finito de
pasos k. Es entonces cuando la region de deslizamiento se alcanza después de un intervalo
de tiempo finito t,, =k,,Dt y después de esto el estado x, permanece en la region de

atraccion. En analogia con los sistemas de tiempo continuo, este movimiento puede ser
denominado “modos deslizantes en tiempo discreto”. Observe que los modos deslizantes son
generados en

-
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Figura 9.4 Implementacién adecuada del control en modos deslizantes en tiempo
discreto. Los instantes de muestreo se marcan mediante pequefios circulos. La accion de control U, se
selecciona como - U, £u, £U, en cada instante de muestreo mantiene S(xk+1) =0 tan rapido como sea

posible de acuerdo con la disponibilidad de recursos en el esfuerzo de control, resultando en un
movimiento libre de vibraciones después de alcanzar la regién de deslizamiento en t_, =k,Dt.
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los sistemas de tiempo discreto con el control - u,£u£u, como una funcion continua

del estado x, y permanece constante durante todo el intervalo de muestreo.

El ejemplo de primer orden clarifica la definicion del termino “modos deslizantes en
tiempo discreto” introducido por Drakunov y Utkin (1990) para un sistema de tiempo discreto de
dimensién finita. En la dinAmica del sistema en tiempo discreto

X,y = F(x,,u,) (x@ A",ul A™ m£n) (9.2.8)

Los modos deslizantes en tiempo discreto toman lugar en un subconjunto é de la region
{x:s(x)=0},sT A™, si existe una vecindad abierta A de este subconjunto tal que para cada

x1 A lleva a cabo que s(F (%)) &

En contraste con los sistemas continuos, los modos deslizantes pueden aparecer en los sistema
de tiempo discreto con una funcién continua al lado derecho de la ecuacién del sistema en lazo
cerrado. No obstante, las caracteristicas mencionadas de los modos deslizantes en tiempo
continuo se han transferido a los modos deslizantes en tiempo continuo. Las implicaciones
matematicas en términos del grupo teérico pueden encontrarse en Drakunov y Utkin (1990) y
en Utkin (1993). En las secciones subsecuentes se discutirdn algunas publicaciones précticas
utilizando sistemas lineales como ejemplos.

9.3 Sistemas lineales en tiempo discreto con parametros desconocidos

Esta seccion trata con el control en modos deslizantes en tiempo discreto para plantas lineales
en tiempo continuo invariantes en el tiempo. Permita suponer que la region de los modos
deslizantes en lineal para un sistema en tiempo discreto de n, orden X, =F(x/), ie.

s =Cx,,Cl A™ con m entradas de control. De acuerdo con la definicion 9.1, la condicién de
existencia de los modos deslizantes es de la forma:

Sen = C(F (%)) (9.3.1)
para cualquier x, 1 A. Para disefiar una ley de control en tiempo discreto con modos

deslizantes basada en la condicién (9.3.1), considere la representacion en tiempo continuo del
sistema lineal e invariante con el tiempo:

x(t) = AX(t) + Bx(t) + Dr ) (9.3.2)
Con el vector de estado x(t)T A", el control u(t)l A™, la entrada de referencia r(t),y las
matrices constantes del sistema AB y D. La transformacion a la representacion en tiempo

discreto con el intervalo de muestreo Dt se obtiene

X =A'X +B'u, +Dr(t) (9.3.3)
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donde
. o . Dt
A =t B :Q\ e"®YBdt D :Q\ "™ 9Dt (9.3.4)

y la entrada de la sefial de referencia r(t) se supone que es constante durante el intervalo de

muestreo Dt. De acuerdo con (9.3.1), los modos deslizantes discretos existen si la matriz CB”
tiene inversay el control u, se disefia como la solucion de u, se disefia como la solucion de

S.q =CA'x, +CD'r, +CB'u, =0 (9.3.5)

En otras palabras, el control u, debe seleccionarse como

u, =-(cB") A x, +cor, ) (9.3.6)

Por analogia con los sistemas en tiempo continuo, la ley de control (9.3.6) encontrando el
movimiento en la region S=0 serd denominado ‘control equivalente’. Para revelar la estructura

de u,_, se representara mediante la suma de dos funciones lineales:

Ueo =- (B s - (cB) *((cA™ - c)x +CD'r) (9.3.7)

Ses =5, +(CA - Clx, +CD'r, +CB'u, (9.3.8)

Como en el ejemplo del sistema de primer orden de la seccion anterior, u,, puede exceder los
recursos disponibles de control con Dt® 0 para un valor inicial s * 0, debido a que
(CB*)'1 ® ¥ significa que (CB*)'l(CA* - C) y (CB*)'1CD* toma valores finitos. Debido a que en
la realidad la accion de control u, esta acotada, este hecho no debera pasar por inadvertido.

Suponga que el control puede variar dentro de ||uk|£u0 y los recursos de control
disponibles son tales que

fes

Observe que de otra forma, los recursos de control son insuficientes para estabilizar al sistema.
El control

CA - CJx, +CD'r|<u, (9.3.9)
fcn - c) ||
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: Useq para_lukeq|£u0
sara_bi > (9.3.10)

cumple con las acotaciones de los recursos de control. Como se muestra arriba, u, = U, para
|ukeq|£uose obtiene el movimiento en la region de deslizamiento s=0. Para proveer

convergencia a este dominio, considere el caso |ukeq|>uo, pero en complacencia de la
condicion (9.3.9). Desde (9.3.7) hasta (9.3.10) se sigue que

Seu _(Sk +(CA C)xk +CD rk)‘?l i con u, <|ukeq| (9.3.11)
¢l
Entonces
WE |(sk +(CA" - C)x, +CD rk]ael 9.3.12)
< kequz
ISl <[l

debido a (9.3.9). Después ¢k que [s,| decrece monoténicamente y, después de un niimero
finito de pasos, se alcanza |ukeq|<u0. Los modos deslizantes en tiempo discreto aparecen a

partir del proximo punto de muestreo.

El control (9.3.10) provee de un movimiento libre de vibraciones dentro de la regién S=0
como se muestra en la figura 9.4, en contraste con la implementacion directa del control
discontinuo en la figura 9.2, produciendo una vibracion discretizada en la vecindad de la region
de deslizamiento. Similarmente al caso de sistemas de tiempo continuo, la ecuacion s=Cx =0
habilita la reduccion del orden en el sistema, y la dindmica deseada en ‘los modos deslizantes’
puede ser disefiada mediante una seleccién apropiada de la matriz C.

9.4 Sistemas lineales en tiempo discreto con pardmetros desconocidos.

Es necesaria la informacion completa de los parametros de la planta para la implementacién del
control en (9.3.10), lo cual puede no estar disponible en la practica. Para extender los modos
deslizantes en tiempo discreto hacia sistemas con pardmetros desconocidos, suponga que el
sistema en (9.3.5) opera bajo condiciones de incertidumbre: las matrices Ay D, y la seial de
entrada de referencia r, se suponen desconocidos y pueden variar en algin rango tal que la

condicion (9.3.9) se sostenga. Similar a (9.3.10), la ley de control:
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*

|- (CB") s, para_I(CB*)‘lsk”E U
u =} CB)'s
:
t

i Uo*—_lsl;l para_”(CB*)'13<||> U (9.4.1)

respeta los limites de los recursos de control disponibles. Ademas, el control en ©.4.1) no
depende de los parametros Ay D de la planta, y de la entrada de referencia r, . Sustituyendo la
expresion (9.4.1) en las ecuaciones del sistema de la seccidn anterior permite obtener:

) 0

s, S1- o =
't feosf;
para U, <|CB")'s,]

Sca = +cA - cj +cD'r, 9.4.2)

y , de forma semejante a (9.3.12), se obtiene:

|sk+1|£||sK| 1- u—lb |(CA C)x, +CD’ |
§ e s
I £]se[- %4(@* - Cx +CD'r (9.4.3)
k
lsial £]s.]- "(CB) | "( A C) +CD rk"
Iswal <l

Desde aqui, en el caso de conocer completamente los parametros de la planta discutidos en la
seccion 9.3, el valor de |sk| decrece monotonicamente y, después de un numero finito de

pasos, el control |uk|<uo estarad dentro de los recursos disponibles. Sustituyendo (9.4.1) en
(9.3.8) resultando en:

=(CA" - C)x, +CD'r, (9.4.4)

debido a que las matrices (CA" - C) y CD" son del orden Dt, el movimiento del sistema estara

en la vecindad de orden- Dt en la region de deslizamiento S=0. En la figura 9.5 se muestra una
simulacion del ejemplo de primer orden del ejemplo en la seccién 9.1.1 para las matrices
desconocidas A y D. La convergencia en la vecindad de la region de deslizamiento se obtiene
después de un tiempo finito; después de esto, las trayectorias de los movimientos no residen en
la region de deslizamiento con exactitud, mas bien permanecen dentro de una regién vecina de
orden-Dt . Este resultado era de esperarse en sistemas operando en condiciones de
incertidumbre, debido a que el comportamiento del sistema es de lazo abierto durante cada
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intervalo de muestreo. En contraste con los sistemas de tiempo dscreto con implementaciéon
directa del control discontinuo como se muestra en la figura 9.2, este movimiento es libre de
vibraciones discretizantes.

9.5 Sistemas distribuidos y sistemas con retardos.

Esta seccion discute los métodos de disefio para sistemas descritos mediante ecuaciones de
diferencia y diferenciales. Este tipo de ecuaciones pueden servir como modelos matematicos
para sistemas dinamicos con retardos o para sistemas distribuidos con entradas y salidas de
dimensién finita. La seccion 9.6 presenta la metodologia basica para el disefio de los
controladores en modos deslizantes. Como un ejemplo de un sistema distribuido se presenta
una flecha flexible en la seccion 9.7.

Considere un sistema modelado mediante ecuaciones de diferencia en la forma regular.

X(t) = Ay () + Az(t) (9.5.1)

zZ(t) = A X(t-t)+ A, z(t-t) +Byu(t-t) (9.5.2)

donde xI A", zI A*y ul A™. Lapareja (A;,A,) Se supone que sea controlable y el sistema
de diferencia (9.5.2) se supone invertible con la salida A, z(t), donde A, consiste de los

renglones basicos de A, en (9.5.1).

Recordando el concepto de modos deslizantes para los sistemas de tiempo discreto
presentado en la seccion 9.2 y en la definicion 9.1, para un sistema representado mediante una
ecuacion diferencial y de diferencia como en (9.5.1), (9.5.2) los modos deslizantes pueden ser
definidos de una forma semejante: los modos deslizantes existen dentro de alguna region s si
las trayectorias de estado inician fuera de esta regién s dentro de un tiempo finito y todas las

trayectorias de estado que pertenecen a la region s dentro de un tiempo finito tg, permanecen
ens paratoda tst_,.

El sistema en (9.5.1), (9.5.2) se escribe en forma de un bloque de control (Drakunov et.
Al., 1990) para ecuaciones diferenciales ordinarias; observe también la seccion 3.3. El
procedimiento de disefio en dos pasos primeramente deriva un control deseado z, (x(t)) para

(9.5.1) para obtener el movimiento deseado a través de la regién s ={x: S(x) =0} en el primer
bloque, suponiendo z =z, . El segundo paso de disefio utiliza la entrada de



