Controlabilidad, Observabilidad y
Detactabilidad



Controlabilidad: Definicidon basica

Considere el siguiente sistema lineal e invariante en el tiempo
&(t)=Ax(t)+ Bu(t), z(0) = 2

A — Tnxn — [RPnXr
AeRY BelR

- Controlabilidad: diremos que el par( A, B) es controlable en intervalo [0, T
si para cualquier estado inicial g y estado terminal 7, existe una
entrada de controlu (£) (continua a tramos) feasible tal que la solucion del
sistema dinamico satisface

z(T)=zr



Controlabilidad

Criterio de controlabilidad: El par( A, B) es controlable siy solo si alguna
de las siguientes propiedades se cumple:

1. Criterio 1: el grammiano de conttrolabilidad

Ge(t) = /tﬁ‘J”_BBTtEAT’_dT

=0
es positivo definido para cualquier t & :0._ ).
2. Criterio 2: La matriz de controlabilidad ( = [ B AB A2B ... An1B ]

tiene rango completo, o equivalentemente

T
(A ImB):=Y Im(4'B) =R"
i=1

dondeIm Bes laimagen (rango) de B : R" —— R" esta definida como
ImB:={ye€R":y=Bu, ueR"}



Controlabilidad

3. Criterio 3: La matriz de Hautus
[ A—-A : B }
tiene rango completo por renglén para cualquier A € C.

4. Criterio 4: Para cualquier autovalor izquierdo A y autovector
correspondiente de la matriz A (es decir, ¥ A = Az™), se cumple que

"B #0

En otras palabras, todos los modos de A son controlables por 5.

5. Criterio 5: Los autovalores de la matriz
(A + BK)

pueden ser asighados arbitrariamente seleccionando adecuadamente /1 .




Controlabilidad

Prueba. Criterio 1:

Necesidad. Suponga que el par( A, B)es controlable, pero para algunt; € |0, 7]
el gramiano de contrabilidad GG, (T") es singular, esto es, existe un
vector z # ( tal que

t R ] t
i i ~ ~ 2
0= T /tﬁ'*“BBTeAT“dT T = /xTeA‘BBTe*J‘T‘IdT = / HBTEATJ;E dr
_.'_:D _ _r:[} _ =0

de modo que z"e”” B = ( paratodoT € [0,1].

Seleccione el instante t; comot; =T y 2 (1) =27 =0 |
entonces también debe cumplirse que
t1

0==x(t) =e "z + /6'4“1_“_]5-1{ (7)dr

=0



Controlabilidad

Prueba. Criterio 1:

Necesidad. Premultiplicando la ultima ecuacioén por T se obtiene
t1

0=2zTx(t;) = rTetp, + /ﬂe ”Bu[ ) dT = 2Tetp,
r=0 o
Seleccionando Ias condiciones iniciales comozg = ¢~ "'z, se
obtiene que| H = 0, 0 quez = 0 lo que contradice la suposicion
de quez # 0.

Suficiencia. Suponga que G, (t) > 0 paratodot € [0, 7. Entonces
G.(T) > 0.Defina

u(t) = —BTe"THGH(T) ey — 7]

y sustituyendo en el sistema dinamico, obtenga
t

z(t) = ey + / T Bu (1) dr

7=0



Controlabilidad

Prueba. Criterio 1:

Suficiencia. Que da como resultado
Lo — 27| dr

- T
z(T) = e T ay— /e-*fT_“_]BBTeATiT_“(}’;l (T) e
=0 i
= _
= e Ty — /G'A{T_’_]BBTGAT{“T_Q(ET () e Ty — a7
=0 _
— _
T—7=s AT
— x — As ATs 7. —1 AT -,
€4 e *BBTe” *ds| G.' (T) |e™ zg — 7
s=T _

—1

= eATgy =G (T) G
de modo que el par (A, B) es controlable.

(T) [e*Tzo — @r]



Controlabilidad

Prueba. Criterio 2:

Necesidad. Suponga que G, (t) > 0 para cualquier ¢t €/0,T], pero la
matriz (¢ de controlabilidad no tiene rango completo, esto es existe
un vectorv € R" distinto de cero tal que

VA'B=0foralli=0.1...n—1

Pero, de acuerdo al teorema de Cayley-Hamilton, si

det (A —A) =ag\" +a N '+ +a, A+a,=0, ag #0
entonces se debe cumplir que
apA" + A+t a, A+ a ]l =0, ag #0
An = ﬂﬁ%h~~—mHA+EW)
oy ) p
Por lo tanto,

?ﬁAHB _ (a;]t:*:lﬂ_lB NI (p—1 1*_15 0 %1“‘B> — ()

(L ) oy



Controlabilidad

Prueba. Criterio 2:

Necesidad. Y de la misma forma se debe cumplir

VA B = — (fit,ﬂ*i{”B +--- 4+ a”_ *A’B + a—nt’ JLB)

any any ny

y asi consecutivamente. Asi que v*A'B = 0 for any i > 0.

=
Por otro lado, dado que |, i o
et = — (At)
7!

i=0
y en vista de la ultima conclusmn paratodot > 0 se tiene

*eMB = Z—w A'Bt =0
lo aue implica
st para todot; < T que es
0 =" / e* BBTeA"!dt = v*G. (t,) una contradicci6n con respecto
a que (&, (t )es no singular.
Por lo tanto C debe tener

rango completo.

t=0



Controlabilidad

Prueba. Criterio 2:

Suficiencia. Suponga ahora que ( tiene rango completo, pero queG, (t)es
singular para algint = ¢, < T. Entonces dado quezTe”" B = ()
entonces existe un vector 7 # 0 tal quezTe”™ B = () para todo
7 € |0,t;] .Tomandot = 0, se obtienez™ B = 0. Evaluando la
i-ésima derivada en el puntot = 0 se tiene

0=xaT (ie’*) B=2TA'B, i=0.1,...n—1
t=0

dr
lo que implica que
B AB A*B --- A"'B|=2"C=0

Lo que significa que C no tiene rango completo. Lo que contradice
la suposicion inicial. Entonces, .. () debe ser no-singular para
todot < [0, 7.



Controlabilidad

Prueba. Criterio 3:

Necesidad. Suponga que

[A—)\I : B}

no tiene rango completo por renglén para alginA € C, esto es,
existe un vector z* = Otal que
:r-'“"[A—M z B]zU

pero que sin embargo el sistema es controlable (C tiene rango
completo). Esto es equivalente a

rA=\x", 2B =0

lo que resultariaenz*C = x* [ B AB A’B --- A™'B —
_| &B N'B Ng'B - N'T@'B | _g
IS S ]

lo que contradice la suposicion de que C: tiene rango completo.



Controlabilidad

Prueba. Criterio 3:

Suficiencia. Suponga que[ A=Al B } tiene rango completo por
renglén paratodoA € C , pero que (' no tiene rango completo
(2*C = Qpara algunz # 0). Podemos representar este  como

una combinacion lineal de los autovectores ** de la matriz A como

! n
. . 2 .
T = E ;I (E o > U)
i=1 i=1

se tiene
0=2C=) aa=C=)Y oaa[B AB A*B --- A"'B]
=1 i=1
— Y a*[B MB NB -+ N7'B =
i=1

=Y o [T ML NI --- A7 |B=1"B



Controlabilidad

Prueba. Criterio 3:
Suficiencia. Donde definimos z* := Zaimi* T NI N

i=1
Entonces, existe un vector £ 0 talquez*B =0y

PA=Y a@* [T N NI - N7 A=
i=1
:Za?-_xm[f NN - N
i=1
=Y a\a* [T NI XT -+ X' =\
i=1

A iy 4

donde ) :— . Lo que es una contradiccion a la suposicion

o~
E 3

T*T ~
de que la matriz de Hautus{ A—-AN : B } tiene rango
completo por renglon.



Estabilicidad: definicidon basica

Definicidn. El sistema LTI

A — Tnxn — [RPnXr
AeRY BelR

o el par(A, B) se dice que estabilizable si existe una realimentacion de
estados u (1) = Lz (t) tal que el sistema en lazo cerrado es estable (la
matriz A + B es Hurwitz).




Estabilicidad

Criterio de estabilicidad. El par (A, B) es estabilizable si y solo si

1. Criterio 1: La matriz de Hautus
A— )N : B
tiene rango completo para todoRe A > 0.

2. Criterio 2: Paratoda )\ y xtales quex™A = Az*y Re A > O se
cumple que

"B #0

*Nota; Este criterio es una consecuencia del criterio de
controlabilidad.



Observabilidad: definicidn basica

Para el sistema LTI suministrado por un modelo de salida

y (t) =Cz (1)
A cR™™ B c R

donde y (t) € R™ es considerado como un vector de saliday C' € R™*"
como una matriz de salida.

Definicion. El sistema LTI anterior o el par(C', A) se dice que es observable
si, para cualquier tiempo ¢, el estado inicial z (0) = zy puede
ser determinado mediante la historia de la entradau (t)y de la
salida y (%) dentro del intervalo[0, ¢, ].




Observabilidad

Criterio de observabilidad. El par (C,A) es observable si y solo si alguno de

los siguientes criterios se cumple:

1. Criterio 1. El grammiano detobservabilidad

Go (t) =

T+~ — = A—
/\ti‘_l TCTCeATdr

=0

es positivo definido para cualquiert < :0._ X0 ).

2. Criterio 2: La matriz de observabilidad

O =

o
CA
C'A2

C A

tiene rango completo por columna, o
en otras palabras,

ﬂ Ker (C’Ai_lj =0

donde el Kernel (o espacio nulo) se
define como

Ker (A) =N (A) :={xz € R": Ax = 0}




Observabilidad

. Criterio 3. La matriz de Hautus [ A\ ]
Ci’

tiene rango completo por columna para todaA € C.

. Criterio 4. Para\y ysiendo cualquier autovalor y su
correspondiente autovector (Ay = Ay) entonces se

cumple que
Cy # 0

. Criterio 5. Los autovalores de la matriz A + LC' pueden ser
asignados arbitrariamente por una seleccién adecuada de L.

. Criterio 6. El par( AT, C'T) es controlable.



Observabilidad

Prueba. Criterio 1:

Necesidad. Suponga que el par((C', A) es observable, pero para algin %, el
gramiano de observabilidad G (71 ) es singular, esto es, existe un
vectorz == 0 tal que

[ —

t1 t1 t1
AT T 1 AT Tr ¢ AT |12
0=2aT /6'4 TCTCeAdr | z = /rT ATTOTCeAT zdr | = / HCE'Jl ;1?” dT
=0 i 7=0 4 7=0

Asi que Cetz =0 paratodo T < [U: h: . Sustituyendo en el
modelo del sistema

z (t;) = e Mg + / “JBU, T)dr

ix

y(t1) = Cx (t;) = Ce’zy + /Ce 1=7) Bu (1) dr

=0



Observabilidad

Prueba. Criterio 1:

Necesidad. o equivalentemente
i1

v(ty) ==y (ty) — /CE?AW_TJB'H (1) dr = Ce™" g
7=0
Seleccionando las condiciones iniciales o = 0, se obtiene que
v (t1) = 0. Pero se tiene el mismo resultado para cualquier
xg = x #* 0 satisfaciendo Ce?"z =0, lo gue significa que g no
puede ser determinado de la historia del proceso. Esto contradice
la suposicion de que(C', A)es observable.



AN

Observabilidad

Prueba. Criterio 1:

Suficiencia. Suponga ahora que (&, (t) > 0 paratodot & 0, oo].

t

Entonces

/ e TOTCeATdr

=0

j.

7=0

xTed TCTC e xdr

lo que implica que existe un intervalo de tiempo 7

‘ ‘ CledToy

t1

_ / HC‘&ATI

=0

2
| dT

< [0, ] tal que

2 () para cualquierz = 0. Esto significa que C/eAT

. i T i o AT ~
es una matriz de rango completo (6’1‘ 0CTCe 0 > U). Entonces

7eA(T0=T) By (1) dT = Ce“™ g



Observabilidad

Prueba. Criterio 1:
Suficiencia. Y por ello
TTor \ ATTo T AT
6‘4 oCTy (’T{]J = 64 '“'C.TTC/'{’:“;‘_1 U;’I-'[]

Asi podemos calcular el estado inicial como

Tra vty Aral—1 ATTa ~T  /
Ty = [E’J‘ ”(,’TC’E*”_ e’ °'CTv (79)

Por lo que el par(C', A) es observable.



Observabilidad

Prueba. Criterio 2:

Necesidad. Suponga que el par(C, A)es observable pero que la matriz de
observabilidad () no tiene rango completo por columna, esto es
existe £ (tal que Oz = 0 6 equivalentemente

CAZ=0Yi=0,1..n—1

Suponga que To = &. Entonces por el teorema de Cayley-

Hamilton
t < 4
v (f) = y( ) /CE’ (t=7) BU [T) dT = C‘E’.At.l‘{] — C‘Z g [‘—H)E Lo
0 i=0
o0 l_ n—1 -. 2n— 1
— (43 CJFLrJr.., =0
; 3 0 Z ZT\-"‘V‘-E}/ [l

lo que implica que v (t) = Ce**zy = Oy por lo tanto Zo no puede

ser determinado dev (t) = 0, obteniéndose una contradiccion.



Observabilidad

Prueba. Criterio 2:

Suficiencia. De la parte anterior obtuvimos que

v(t):=yl(t) — /Ce =T Bu (1) dr = Ce?tx :C25[{1‘)
i=0

o0 I:U n—I1 -.
=C) - 5 At) o c Alx
i=0 i=0
de modo que
v (0) ] |
v (0

2n—1

Z ZTC Jﬁrng

Lo = C).ID

= (



Observabilidad

Prueba. Criterio 2:
Suficiencia. Y dado que (D tiene rango completo, entonces
OTO >0
por lo que
To = :C)TC)]_I O™
lo que indica que o podria ser unicamente definido.
Prueba. Criterio 3-6:

Se concluyen a partir de la dualidad del criterio 6 con respecto al
criterio de controlabilidad correspondiente. Dado que el par de
controlabilidad (AT, CT) es equivalente a la existencia de una matriz LT
tal que AT + CT LT es estable. Pero entonces, sigue que

(AT4+CTLTY' = A+ LC

gue coincide con el criterio 6 de observabilidad.



Detectabilidad: definicion basica

Para el sistema LTI suministrado por un modelo de salida

z(t) = Az (t) + Bu(t), z(0) = x¢, t € [0, 0]

y(t) =Cz(t)
A € Rn. B ¢ RnXr

donde y (t) € R™ es considerado como un vector de saliday C' € R™*"
como una matriz de salida.

Definicion. El sistema LTI anterior o el par (', A) se dice que es detectable
si la matriz A + LC' es estable para alguna L.




Detectabilidad

Criterio de dectabilidad. El par(C, A) es detectable siy solo si alguno de
los siguientes criterios se cumple:

1. Criterio 1. La matriz de Hautus [ A=\ ]
C

tiene rango completo por columna para todaRe\ > 0.

2. Criterio 2. Para A y ¥ un autovalor y su correspondiente autovector,
tal queAy = \y y Re\ > 0 se cumple C'y == 0.

3. Criterio 3. Existe una matrizL tal que la matriz A + L es estable.

4. Criterio 4. El par (AT, CT) es estabilizable.

*Nota: Este criterio es una consecuencia analoga del criterio 4 de
estabilicidad.



Prueba de
Popov-Belevitch-Hautus

Definicion. SeaA un autovalor de la matriz A, o equivalentemente, un modo
del sistema

z(t) = Az (t) + Bu(t), x(0) = o

Entonces, el modo A se dice que es
1. Controlable si
B #0

para todo autovector izquierdo x*de la matriz A asociada, es
decir

A= A", 2" #0

2. Observable si
Cx#0

para todo autovector derecho x de la matriz A asociada, es
decir

Ar =Xz, 2 £ 0



Prueba de
Popov-Belevitch-Hautus

Afirmacion. El sistema

o (t) = Az (6) + Bu(), 2(0) =z, ¢ [0,
y(t) =Cz (1)
AeRYnr B e RWT

Controlable si y solo si cada modo es controlable.

Estabilizable si y solo si cada modo inestable es controlable.

Observable si y solo si cada modo es observable.

N A

Detectable si y solo si cada modo inestable es observable.




